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高阶基函数与低阶基函数的混合建模

任　仪 ,聂在平 ,赵延文
(电子科技大学电子工程学院 ,四川成都 610054)

　　摘　要 :　提出一种在采用高阶基函数时将定义在大尺寸单元上的高阶基函数与定义在小单元上的低阶基函数

混合使用的方法.该方法可以合理的使用基函数的阶数与个数 ,得到准确的计算结果 ,并且较大幅度地提高了计算效

率.该方法适用于对复杂结构目标进行精确建模 ,并同时具有高阶基函数与低阶基函数的优点.
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and Low Order Ba se s
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Abstract :　A new method is introduced to model the complex structure object by using the higher order bases on the large

patches and the low order bases on the small patches in this paper. This method will utilize the order of the different bases and the

number of unknowns reasonably. Furthermore , this method will get the accurate results but not increase the burden in solution and

keep the merit of the two kinds of bases .
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1　引言

　　由于现代工程需要 ,精确计算目标的电磁响应变的

越来越重要.通常 ,计算导体目标的电磁响应主要采用

矩量法 (MoM) [1 ] .而MoM需要对目标表面进行离散 ,在

每个子域单元上定义基函数描述感应电流 ,再使用电磁

场积分方程方法进行求解.但是 ,由于工程需求 ,目前所

计算的目标电尺寸越来越大 ,因而在采用数值方法计算

时 ,所要求解的未知量和计算时间也越来越多.长期以

来 ,计算电磁学一直在寻找更高效方法以使用更少的未

知量 ,存储量和计算时间求解电尺寸更大的目标[2 ] .一

种行之有效的方法就是采用定义在大贴片上的高阶基

函数.该方法可有效的降低所求解的未知量和计算时

间[3 ] .但是这种定义在大贴片上的基函数目前还难以普

遍用于工程计算 ,主要原因就是实际计算的工程目标都

具有比较复杂的结构 ,某些部分为精细结构 ,而采用大

贴片难以对这些精细结构进行几何剖分. 2004 , Erik 等

人提出了一种定义在高阶曲面四边形单元上的高阶叠

层矢量基函数[4～7] .这种基函数可根据其叠层性在不同

的单元上使用不同阶的基函数 ,因而可以使得在目标的

精细结构区采用小尺寸单元进行建模 ,并采用低阶基函

数 ,而目标表面的光滑结构区采用定义在大贴片上的高

阶基函数.但是由于传统方法需要满足电流的连续性条

件 ,必须保证剖分单元的连续 ,因此该方法需要在目标

表面的精细结构和光滑结构之间形成一个由大单元到

小单元的过渡区 ,而这个过渡区的单元形状将是非常不

规则的 ,会对求解矩阵方程造成一定困难 ;并且在过渡

区难以选择适当阶数的基函数 ,也会影响所求解的未知

量个数和解的精度[8 ,9 ] .

本文在充分研究了高阶叠层矢量基函数性质的基

础上提出一种在精细结构区采用小尺寸单元进行建模

并采用低阶基函数 ,而光滑结构区采用定义在大贴片上

的高阶基函数的方法.该方法可以实现在网格剖分不连

续的情况下 ,仅对精细结构区与光滑结构区交界处基函

数进行单独处理 ,在不破坏电流连续性的同时 ,即保留

了低阶基函数的优点 ,又保留了高阶基函数的优点 ,并

且得到了精确的计算结果 ,极大地方便了几何建模 ,而

没有增加求解负担.

2　准正交高阶叠层矢量基函数

　　假设散射体表面由曲面四边形单元进行拟合.若曲

面四边形单元的局部参数坐标 ( u , v)定义区间为 - 1≤
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( u , v) ≤1 ,则单元上任一点的电流可表示为[4 ]

J s = Jsuau + Jsvav (1)

其中 , au 和 av 为协变单位矢量 : au = 9r/ 9u、av = 9r/

9v.以 u方向的电流为例 ,当采用准正交高阶叠层矢量

基函数展开时 ,可表示为

Jsu =
1
ηs ( u , v)∑

Mu

m = 0
∑
Nv

n = 0

bu
mn�Cm�Pm ( u) Cn Pn ( v) (2)

其中 , bu
mn为待求的未知量 , Mu 与 Nv 分别表示该方向电

流在纵向与横向的电流展开阶数 ,ηs ( u , v) = | au ×av|

为曲面建模的雅可比因子(Jacobian factor) .

�Pm ( u)与 Pn ( v)分别对应纵向与横向的展开多项

式. �Pm ( u)为修正勒让德多项式 ,表示为

�Pm ( u) =

1 - u ,

1 + u ,

Pm ( u) - Pm - 2 ( u) ,

　

m = 0

m = 1

m≥2

(3)

其中 Pm ( u)为勒让德多项式.

�Cm和 Cn分别为 �Pm 和 Pn 的尺度因子 ,其作用是使

得展开多项式在单位边长单元上的欧几里德范数 ( Eu2
clidean norm)单位归一.式(2)所对应的尺度因子可表示为

�Cm =
0125 6 ,

015 (2 m - 3) (2 m + 1) / (2 m - 1) ,

m = 0 ,1

m≥2

(4)

式 (2)中的 Pn ( v)与 Cn为

Pn ( v) =
1

2 nn !
d

d un ( v2 - 1) n (5)

Cn = n + 015 , n = 0 ,1 , ⋯, Nv (6)

类似地 ,若将式 (2)中的 u 与 v 互换即可得到向 v

的感应电流表达式.

在式 (2)中 ,当 Mu = 1 , Nv = 0 时 ,该基函数就变为

常用的 Roof2top基函数

Jsu =
1
ηs ( u , v)

bu
00 �C0 C0 (1 - u) + bu

10 �C1 C0 (1 + u)

(7)

本文将同时使用高阶的准正交叠层矢量基函数和

式 (7)所示的 Roof2top基函数.

3　高阶叠层矢量基函数与 Roof2top基函数的混合建模

　　复杂结构目标总是包含了一定的精细结构.对于目

标的精细结构 ,由于其电流变化迅速 ,因而当采用常规

的低阶基函数 (如 RWG,Roof2top 基函数)进行建模时 ,

往往需要在这些精细结构区域进行加密剖分 ,以保证求

解精度.而若采用定义在大贴片单元上的高阶基函数描

述这些精细结构的感应电流 ,则首先在几何建模上就存

在困难 ,这是因为大尺寸单元难以描述这些精细结构的

几何形状 ;其次 ,由于在精细结构区的电流变化迅速 ,若

采用高阶基函数来描述电流 ,则需要采用较高阶的基函

数 ,而高阶的基函数除了会增加未知量的个数外还将增

加迭代求解的难度.这也是长期以来阻碍高阶基函数应

用的主要问题[2 ] .因而本文提出一种方法解决此问题.

对于任意复杂结构目标 ,其表面总可以分解成精细

结构区和光滑结构区 ,如图1所示.图1中 , S1表示目标

表面的精细结构区 , S2 表示光滑结构区.对于传统方

法 ,在 S2 区使用定义在大单元上的高阶基函数 ,而 S1

区使用定义在小单元的上低阶基函数.由于需要满足连

续性条件 ,这便要求每个 S2区的大单元严格的与 S1 区

的一个小单元相邻.但是由于这两个区域单元的尺寸不

相同 ,因而难以直接做到单元的完全连续 ,这便在两个

区域的交界处形成一个由大单元到小单元的过渡过区 ,

而在这个过渡过区内单元的形状非常不规则 ,并且难以

选定基函数的阶数 ,这将对迭代求解以及精度均有较大

影响[9 ] .本文中 ,对于 S1 ,为保证求解精度 ,采用小贴片

的单元进行拟合 ,并定义 Roof2top基函数 ;对于 S2 ,为减

少未知量并保证求解精度 ,采用大贴片单元拟合 ,并定

义准正交高阶叠层矢量基函数.因而 ,定义在 S1 和 S2

区的基函数及其相互作用只需要按照通常的方法处理

即可.而对于 S1 和 S2 的交界区则需要进行单独处理.

该问题可以简单化为对图 1中黑线所示单元的处理.

由于采用的是四边形基函数 ,因而 ,电流可分解为

u和 v 两个方向单独考虑 ,如图 2 所示.当考虑 u向电

流时 ,采用式 (2)和式 (7)进行描述 ,此时 J u 与 J ub均不

会跨过 S1和 S2的交线 ,对交线处电流的法向分量没有

贡献 ,此时 S2区的大单元与 S1 区的小单元互不相关 ,

因而对于 u 向电流 ,因而只需要按通常的处理方法进

行处理 ,即 S2 区使用高阶基函数 ,而 S1区使用 Roof2top

基函数.而对于 v向电流 ,当采用 v向基函数进行描述

时 ,必须满足电流连续性条件 ,而此时光滑结构区的大

单元与精细结构区的 4个小单元相邻 ,若按通常的方法

处理 ,将不满足电流连续性条件.本文所采用的方法中

将与 S2区相邻的小单元作为总体 ,看成一长条形单元 ,

并在其与 S1区相交的边上定义高阶基函数 ,与 S2区相

统一.因而 ,此时即可以满足公共边上的电流连续性条
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件 ,又可以保证交界单元上的求解精度.

4　数值算例

　　首先 ,为说明该方法的正确性 ,我们以一矩形 PEC

平板为例来说明该方法的实现过程及其正确性.图 3

( a)为一 2m×4m的平板 ,建模时将左边采用大尺寸单

元建模 ,单元边长为 015m ,而右边采用小单元进行建

模 ,单元边长为 01125m. 300MHz水平方向极化入射波的

入射方向为 45度斜入射.图 3 ( b)分别给出了采用 Roof2
top基函数 ,3阶基函数和混合基函数时得到的结果.当

采用 Roof2top基函数时 ,共 976未知量 ,采用 CG迭代需

28次 ;而采用大贴片建模时 ,使用 3 阶的基函数 ,需要

540个未知量 ,迭代 60次.若采用本文方法 ,并按照图 3

( a)所示进行剖分 ,将得到 756个未知量 ,迭代 51次.当

采用本文方法时 ,由于一部分采用高阶基函数 ,一部分

采用低阶基函数 ,因而 ,迭代法求解时 ,迭代次数会介于

完全采用 Roof2top 基函数和完全采用高阶基函数的结

果.而后面的两个算例将不能完全采用高阶基函数进行

了计算 ,因而 ,后面的算例仅对采用本文方法和完全采

用 Roof2top基函数时的迭代次数进行比较.通过图 3 ( b)

可以看出 ,采用混合阶的基函数所得到的结果与 Roof2
top基函数所得结果完全吻合 ,并且采用混合阶基函数

将兼顾两种基函数的优点.

　　另一算例为图 4 ( a)所示 PEC板状结构.如图中所

示 ,为说明该方法在复杂结构建模中的有效性 ,将该目

标采用花式边缘 ,圆孔以及”CEM”的刻字表示目标的精

细结构.而当我们采用 300MHz水平方向极化的平面波

垂直照射时 ,目标右边的复杂结构不能采用大尺寸的单

元进行剖分.而目标左边则为大面积的连续光滑表面 ,

适宜采用大尺寸的单元建模.因而 ,充分利用目标的特

点 ,将目标表面按图 4 ( a)中的黑线所示分解为两部分 ,

右边为精细结构区 ,左边为光滑结构区.采用本文方法 ,

在精细结构区 ,采用 Roof2top 基函数 ,得到 483 个单元 ,

而左边采用大尺寸单元剖分 ,得到 83个单元 ,并在这些

单元上定义 2 阶的准正交高阶叠层矢量基函数.图 4

( b)则给出了采用本文方法和完全采用 Roof2top 基函数

计算得到的结果.当完全采用 Roof2top 基函数时 ,得到

3422个未知量 ,填充阻抗矩阵用时 83319s ,而采用 CG

迭代法求解共迭代了 67次 ,求解时间为 80195s ;而采用

本文方法时 ,仅使用了 1446个未知量 ,填充阻抗矩阵用

时 6516s ,迭代法求解时共迭代了 83 次 ,求解时间为

17126s.从图 4( b)可以看出 ,采用本文方法与采用传统

方法所得结果是相吻合的.

　　第三个算例为图 5 ( a)所示三维 PEC目标 ,其下半

部分为半径 115m的球体 ,上半部分为带有半径 0125m

圆孔的柱状结构.此目标下半部分为光滑结构 ,适宜用

大贴片的高阶基函数建模 ,而上半部分则由于存在一些

精细结构不能采用大贴片单元进行了拟合 ,只能使用小

尺寸单元进行拟合.因而 ,对目标上半部分采用边长

01125m的单元进行剖分 ,并定义 Roof2top 基函数 ,而下

半部分采用边长 015m的单元进行剖分 ,并定义 2 阶的

准正交高阶叠层矢量基函数.所得的剖分单元如图 5

( a)所示.而图 5 ( b)则给出了在完全采用 Roof2top 基函

数和采用本文方法所得到的 RCS结果的比较.此时入
射波频率为 300MHz ,由θ= 45°, < = 0°方向入射 ,水平方

向极化.当完全采用 Roof2top 基函数时 ,需要使用 3064

个未知量 ,填充阻抗矩阵用时 58115s ,采用 CG迭代法求

解需迭代 65 次 ,求解时间为 66106s ,而采用本文方法

时 ,需要未知量 1376个 ,填充阻抗矩阵用时 6612s ,迭代
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求解次数为 81次 ,求解时间为 14178s.可见本文方法即

考虑到了目标表面精细结构的建模问题 ,又大幅度减少

了未知量个数和求解时间.

　　需要说明的是 ,为说明该方法的有效性 ,以上算例

在建模时 ,光滑结构区的大单元均与四个精细结构区的

小单元相邻.但实际上这些大单元可以与任意个数的小

单元相邻 ,而并不仅仅是四个.

5　结束语

　　本文提出一种在采用定义在大贴片上的高阶基函

数情况下对复杂结构目标进行精确建模的方法.该方法

针对复杂结构目标的几何特点 ,在不同的区域采用了不

同阶数的基函数 ,即使得在精细结构区能够采用低阶基

函数精确建模 ,又使得在光滑结构区采用高阶基函数以

减少未知量 ,因而充分利用了高阶基与低阶基的优点.

并且 ,该方法满足电流连续性条件 ,保证了解的精确性.

本文还给出适当算例 ,说明了该方法的高效性与精确

性.
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